Mathématiques - Classe : T. S Lycée privé du MHSC - Etude et foot

Trigonométrie

I - Cercle trigonométrique - Mesure en radian

1 - Définition : Cercle trigonométrique

On se place dans un repeére orthonormé (O; I, J). Un cercle trigonométrique est un cercle de
centre O, de rayon 1 et orienté dans le sens positif ou sens direct !.
Dans un cercle trigonométrique, le plan (O; I, J) ainsi que tous les angles sont dit orientés.
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2 - Définition : Radian

Un radian est la mesure d’'un angle au centre d’un cercle qui intercepte un arc de longueur égale au
rayon de ce cercle.

De facon générale, si a est la longueur d’un arc AB , la mesure en radian de 'angle AOB correspon-
dant est égale au nombre a.
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1. Sens positif : sens inverse des aiguilles d’'une montre ou sens habituel de dévissage
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3 - Tableau de correspondance : radian - degré

On peut ainsi faire une correspondance proportionnelle entre les mesures en radians et en degrés.

Mesure en radian 360° 180° 90° 60° 45° 30°

Mesure en degré 2w T

T il il il
2 3 4 6

On rappelle que la mesure 7 est le rapport (constant) entre la circonférence (ou le périmetre) d’'un
cercle quelconque et son diametre.

IT - Angles orientés

1 - Définition : Angle orienté de deux vecteurs

Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls d’un repere orthonormé (O; I, J). Soit A et B deux points du
plan tels que u = O_1>4 et U= O? . Cette situation est représentée sur la figure ci-dessous.
On a alors :

— Les angles AOB et BOA ont la méme mesure et sont toujours positives.

— L’angle (u, ¥) formé par les deux vecteurs u et U est un angle orienté (on tourne de u vers
v). On a ainsi 'égalité suivante : (4, ¥) = —(¥, u).

2 - Théoréeme : Mesures associées a un point
Soit M un point quelconque du cercle trigonométrique tel que la mesure de I'angle orienté (Of, OM)
est égale a x radians.

On peut associer au point M une famille de nombres réels de la forme x + 2k7 (avec k € Z, qui
correspondent au méme point M du cercle trigonométrique.

3 - Définition :

Soit x la mesure en radian de 'angle (, /) formé par les vecteurs @ et ¥ dans le repere orthonormé
(05 1, J).

Les valeurs associées a x de la forme x+2kw (avec k € Z) sont chacune des mesures de I’angle orienté
(@, 0)
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4 - Définition :

Soit = la mesure en radian de l'angle (u, ) formé par les vecteurs @ et ¢’ dans le repeére orthonormé
(O; 1, J).

La mesure principale de I'angle orienté (O; I, J) est I'unique valeur associée z de la forme x + 2k
(avec k € Z) appartenant a l'intervalle | — 7, 7].

Remarque :
il y a d’autre notation possible de I'expression x + 2kw :  x (modulo 27), x (mod 27) ou =z [27].

5 - Propriétés des angles orientés

a - Théoreme : angle de deux vecteurs colinéaires

Soit 4 et ¥ deux vecteurs non nuls d’un repere orthonormé (O; I, J).
On a alors :
1. (@, u)=0et (¢, —U) =m.
2. Les vecteurs @ et U sont colinéaires et de méme sens si, et seulement si (4, v) = 0.

—

3. Les vecteurs @ et U sont colinéaires et de sens contraire si, et seulement si (4, v) = 7.

%\.
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U et ¥ sont colinéaires et de méme sens. 4 et ¥ sont colinéaires et de sens contraire.

b - Théoréme : Relation de Chasles

Soient @, U’ et & trois vecteurs non nuls du plan dans un repére orthonormé direct (O; I, J) .
On a alors : (4, W) = (4, U) + (U, ).

c - Théoréme : Angles orientés et vecteurs opposés

Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls d’un repere orthonormé (O; I, J).

On a alors :
1. (¢, 4) =—(u, v) 3. (—u, V) =7+ (u, ?)
2. (W, =v)=m+(u, ) 4. (—u, —v) = (u, V)
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d - Théoréme : Généralisation

Soient @ et ¥ deux vecteurs non nuls du plan dans un repere orthonormé direct (O; I, J) et k et k'
deux nombres réels non nuls.
On a alors :

1. Si k et k' sont de méme signe, alors : (ku, k'V) = (4, 7);

U
2. Si k et k' sont de signes contraires, alors : (ku, K'V) = 7 + (4, v).

III - Cosinus et sinus

1- Définition :

On se place dans un repere orthonormé (O; I, J) et on considere un cercle trigonométrique de centre
O et de rayon 1.

—
Soit M un point du cercle tel que : (07, OM) = a.
On a alors :

— Le cosinus de I'angle orienté « est égal a I’abscisse du point M dans le repere (O; I, J).
— Le sinus de I'angle orienté « est égal a 1'ordonnée du point M dans le repere (O; I, J).

s
On obtient ainsi ’expression du vecteur OM :

— - . -
OM = cosa .1+ sina .

Illustration :

sin x

-7 COS T
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2 - Propriétés :

Pour tout x € R, k € Z et U une fonction dérivable sur R, on a :

1. =1 <cosz < 1. 4. cos (x + 2km) = cos . 7. (sinz)' = U'cosU.
2. —1<sine <1 5. sin (z + 2k7) = sin x. 8. (cosz) = —sinz.
3. cos’z +sin®z = 1. 6. (cosU) = —U'sinU. 9. (sinx) = cosz.

3 - Valeurs remarquables :

Mesure en degré 7 T T il T
2 3 4 6
. V3 V2 1
sin & 0 1 - X = —
2 2 2
1 V2 V3
Ccos T 1 0 - X = i
2 2 2
tan 0 V3 1 ?

On peut résumé tout ceci sur le cercle trigonométrique suivant :
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4 - Formules des angles associé :

Pour tout réel x, on a :

1. cos (—z) = cos (x) 5. cos (g — x) = sin () 9. sin (g + x) = cos (7)
2oosim ) = s 6 sin(—a) = —sin (@) 10, sin (T~ 2) = cos (2
3. cos (7r7r— x) = —cos (x) 7. sin (7 + 2) = —sin (2) 2

4. cos (5 + :c) = —sin () 8. sin (7 — ) = sin (z)

5 - Formules d’addition et de duplication :

Pour tout réel a et b, on a :
1. cos(a+b) = cos (a)cos (b) —sin (a)sin (b) et cos(a —b) = cos(a) cos (b) + sin (a) sin (b)
2. sin (a 4+ b) = sin (a) cos (b) + sin (b) cos (b) et  sin (a — b) = sin (a) cos (b) — sin (b) cos (a)
3. cos (2a) = cos? (a) — sin? (a) = 2cos? (a) — 1 = 1 — 2sin? (a)
4. sin (2a) = 2sin (a) cos (a)

6 - Propriété :

i 1
1. lim o2 g DT i —
z—=0 z—0 T

IV - Les équations trigonométriques

Théorémes

1. L’équation cos (z) = cos (a) d’inconnue x, a pour solutions réelles :
r=a+2kr ou x=—a+2knr, aveckcZ.
On écrit plus simplement : x =a [27] ou =z = —a [27].

2. L’équation sin (z) = sin (a) d’inconnue x, a pour solutions réelles :
r=a+2kr ou x=m—a+2km, aveckel.
On écrit plus simplement : x =a [271] ou z=m —a [27].

Equation du type : cos () = cos (a). Equation du type : sin (z) = sin (a).




